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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫХ  
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО РОДА  

 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Приближенные методы решения гиперсингулярных 

интегральных уравнений являются активно развивающимся направлением вы-
числительной математики. Это связано с многочисленными приложениями 
гиперсингулярных интегральных уравнений в аэродинамике, электродинами-
ке, физике и с тем обстоятельством, что аналитические решения гиперсингу-
лярных интегральных уравнений возможны лишь в исключительных случаях. 
Помимо непосредственных приложений в физике и технике, гиперсингуляр-
ные интегральные уравнения первого рода возникают при приближенном ре-
шении граничных задач математической физики. В настоящее время отсут-
ствуют обоснования численных методов решения гиперсингулярных инте-
гральных уравнений при различных особенностях на концах сегмента [–1,1], 
на котором задано уравнение. В данной работе предложен и обоснован метод 
механических квадратур решения гиперсингулярных интегральных уравнений 
первого рода при всех возможных особенностях на концах сегмента [–1,1]. 

Материалы и методы. В работе используются методы функционального 
анализа и теории приближения. Рассмотрены три известные класса решений 
гиперсингулярных интегральных уравнений первого рода: класс решений, об-
ращающихся в нуль на обоих концах сегмента [–1,1]; класс решений, обраща-
ющихся в бесконечность на обоих концах сегмента [–1,1]; класс решений об-
ращающийся в нуль на одном конце сегмента [–1,1] и в бесконечность на дру-
гом. Приближенные решения уравнений ищутся в виде полиномов Чебышева 
первого и второго рода, а обоснование метода механических квадратур прово-
дится на основе общей теории приближенных методов. 

Результаты. Построены три вычислительные схемы решения гиперсингу-
лярных интегральных уравнений первого рода. Каждая вычислительная схема 
предназначена для решения гиперсингулярного интегрального уравнения с за-
ранее заданными особенностями решений на концах сегмента [–1,1]. В работе 
получены оценки быстроты сходимости и погрешности методов. 

Выводы. Построены и обоснованы вычислительные схемы приближенного 
решения гиперсингулярных интегральных уравнений первого рода, опреде-
ленных на сегменте [–1,1]. Полученные результаты могут быть использованы 
при решении задач аэродинамики (уравнение конечного крыла), электродина-
мики (дифракция на различных экранах), гидродинамики (теория подводного 
крыла), при решении уравнений математической физики методом граничных 
интегральных уравнений. 

Ключевые слова: гиперсингулярные интегральные уравнения первого 
рода, метод механических квадратур. 
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APPROXIMATE SOLUTION OF HYPERSINGULAR  
INTEGRAL EQUATIONS OF FIRST KIND  

 
Abstract.  
Background. Approximate methods of hypersingular integral equations solution 

are an actively developing field of calculus mathematics. It is associated with multi-
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ple applications of hypersingular integral equations in aerodynamics, electrodynam-
ics, physics and with a circumstance, when analytical solutions of hypersingular in-
tegral equations are possible only in exceptional cases. Besides direct applications in 
physics and engineering, hypersingular integral equations of first kind occur at ap-
proximate solution of boundary problems of mathematical physics. At the present 
time there are no substantiations of numerical methods of hypersingular integral 
equations solution at various features on ends of a segment, on which an equation is 
set up. The present work suggests and substantiates a method of mechanical quadra-
tures of solution of hypersingular integral equations of first kind at all possible fea-
tures on ends of the segment [–1,1]. 

Materials and methods. The research included the methods of functional analy-
sis and approximation theory. The authors considered three known classes of solu-
tion of hypersingular integral equations of first kind: a class of solutions that turn to 
zero on both ends of the segment [–1,1]; a class of solutions that turn to infinity on 
both  ends of the segment [–1,1]; a class of solutions that turn to zero on one end of 
the segment [–1,1] and to infinity on another. Approximate solutions of equations 
are sought in the forms of Chebyshev’s polynomials of first and second kinds, and 
the method of mechanical quadratures is substantiated on the basis of the general 
theory of approximate methods. 

Results. The authors have built three computing circuits for solving hypersingu-
lar integral equations of first kind. Each computing circuit has been designed for 
solving hypersingular integral equations with preset features of solutions on  ends of 
the segment [–1,1]. The work describes estimates of the methods’ rapidity of con-
veregence and errors. 

Conclusions. The authors have built and substantiated computing circuits for ap-
proximate solution of hypersingular integral equations of first kind, determined on 
the segment [–1,1]. The obtained results may be used in solving problems of aero-
dynamics (finite wing equations), electrodynamics (diffraction on various screens), 
hydrodynamics (hydrofoil theory), in solving mathematical physics equations by the 
method of boundary integral equations. 

Key words: hypersingular integral equations of first kind, method of mechanical 
quadratures. 

Введение 

Методы конечных и граничных элементов являются наиболее широко 
используемыми методами в механике, аэродинамике и других областях фи-
зики и техники. Альтернативой этим методам является метод граничных ин-
тегральных уравнений, позволяющий на порядок уменьшить размерность ис-
ходной задачи. Применение метода граничных интегральных уравнений к за-
дачам механики разрушения, механики композитных материалов, аэродина-
мики, электродинамики [1–15] приводит к гиперсингулярным интегральным 
уравнениям первого рода: 

 
1 1

2
1 1

( )
( , ) ( ) = ( ).

( )

x
d h t x d f t

t− −

τ τ + τ τ τ
τ −    (1) 

Здесь ( , )h t τ  – известное ядро, ( )f t  – известная правая часть. Неиз-

вестная функция ( )x t  подлежит определению. 
Приближенным методам решения уравнений вида (1) посвящено 

большое число работ, в которых предлагаются и исследуются различные 
методы. 
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В работах [1, 4, 8, 11–14, 16] рассмотрено применение проекционных 
методов к приближенному решению уравнений вида (1) в предположении, 
что ( 1) = 0.x ±  

В данной работе предложены вычислительные схемы приближенного 
решения уравнений вида (1) в предположении, что: 

a) ( 1) = 0;x ±   

б) ( 1) = ;x ± ∞   

в) (1) =x ∞ , ( 1) = 0x −  или ( 1) =x − ∞ , (1) = 0,x   

и дано их обоснование в весовых пространствах. 

1. Приближенный метод решения гиперсингулярных  
интегральных уравнений первого рода на классе функций,  
обращающихся в нуль на концах интервала интегрирования 

Рассмотрим уравнение  

 
1 1

21 1

( )
( , ) ( ) = ( ).

( )

x
Kx d h t x d f t

t− −
τ≡ τ + τ τ τ

τ −    (2) 

Рассмотрим случай, когда решение уравнения (2) ищется в классе 
функций, обращающихся в нуль на концах сегмента [ 1,1].−  

Приближенное решение уравнения (2) будем искать в виде функции  

 2 1 1

=0 =0

ˆ ˆ( ) = 1 ( ( 1) ( ) ( )),
N N

N k k i k i
k i

x t t x i U U t− −− γ + μ    (3) 

где ˆ ( )iU t  – ортонормированные с весом 21 t−  полиномы Чебышева второго 

рода степени i ; kx  – неизвестные значения; kμ  – узлы полинома 1
ˆ ( )NU t+ ; 

2
=0

ˆ= ( )
N

k i kl
Uγ μ . 

Аппроксимируем функцию ( )f t  интерполяционным полиномом [11]  

1

=0 =0

ˆ ˆ( ) = ( )( ( ) ( )).
N N

N k k i k i
k i

f t f U U t−μ γ μ   

Подставляя ( )Nx t  и ( )Nf t  в уравнение (2) и применяя к нему метод 

коллокации по узлам ,jμ  приходим к следующей системе линейных 

алгебраических уравнений: 

1 2
1

=0 =0 =0

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) 1 ( ) ( ) =
1

N N N

k i k i j j i k i
k kk i i

x U U h U U d
i−

 
−π μ μ + μ τ − τ μ τ τ 
 γ γ + 

    

 
=0 =0

1 ˆ ˆ= ( ) ( ) ( ), = 0,1,..., .
N N

k i k i j
kk i

f U U j Nμ μ μ
γ    (4) 

Регулярный интеграл в формуле (4) вычисляем по квадратурной 
формуле Гаусса. 
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В результате получаем вычислительную схему метода механических 
квадратур: 

 
=0 =0 =0

1 ˆ ˆ( , ) ( ) = ( ), = 0,1, , .
1

N N N
k

j l j l i k i l j
kl k i

x
x h U U f j N

i
−π + α μ μ μ μ μ

γ +      (5) 

Обозначим через X  пространство функций вида 2( ) = 1 ( )x t t t− ϕ , где 

( )tϕ  – функции, имеющие производные первого порядка, удовлетворяющие 

условию Гельдера ,Hα  0 < 1.α ≤  Норма в пространстве X  определяется 

формулой  

 1 2
[ 1;1] [ 1;1]

1 21 2

| ( ) ( ) |
( ) = ( ) ( ) / , 0 < < .sup

| |C C
t

t t
x t t d t dt

t tt
− − β

′ ′ϕ − ϕϕ + ϕ + β α
−≠

  (6) 

Через NX  обозначим подпространство пространства X, состоящее из 

функций 2( ) = 1 ( )N Nx t t t− ϕ , где 
=0

( ) =
N k

N kk
t tϕ α  – множество 

полиномов до N-го порядка. Норма в пространстве NX  определяется 

формулой (6). 
Через Y  обозначим пространство непрерывных функций, определен-

ных на сегменте [ 1;1]− , с нормой  

1 2

1 1 1 21 2

| ( ) ( ) |
= ( ) , 0 < < .supmax

| |t t

y t y t
y y t

t tt
β− ≤ ≤

−+ β α
−≠

 

Через NY  обозначим пространство полиномов вида 
=0

( ) =
N

k
N k

k

y t tα   

с нормой  

1 2
1 21 1 1 2

| ( ) ( ) |
( ) = ( ) , 0 < < .supmax

| |
N N

N N t
t

y t y t
y t y t t

t t β− ≤ ≤

−+ β α≠ −
 

Через NP  обозначим проектор, действующий из Y  в NY  по формуле 

( ) = [ ( )]N Ny t P y t , а из пространства X  в NX  – по формуле 

2 2[ ( )] = 1 ( ) = 1 [ ( )]N N NP x t P t t t P t − ϕ − ϕ  
. Здесь [ ( )]NP y t  – оператор 

проектирования на множество интерполяционных полиномов степени N  по 
узлам полиномов Чебышева второго рода. 

Нетрудно видеть, что оператор K  действует из пространства X   
в пространство Y . 

Известно [17], что NP CN≤ , где = constC . 

Будем считать, что существует линейный обратный оператор 1K− , 
действующий из Y  в X . Отметим, что для дальнейшего построения теории 
достаточно существование левого или правого обратного оператора. 
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Вначале применим к уравнению (2) метод коллокации: 

 
1 1

21 1

( )
( , ) ( ) = ( ), = 0,1,..., ,

( )
N

j N j
j

x
d h x d f j N

− −
τ τ + μ τ τ τ μ

τ −μ    (7) 

где jμ  – узлы полинома Чебышева второго рода 1
ˆ ( )NU t+ , 

2( ) = 1 ( ),N Nx t t t− ψ  1 1

=0 =0

ˆ ˆ( ) = ( 1) ( ) ( )
N N

N k k i k i
k i

t x i U U t− − 
ψ γ + μ 

 
 

  . 

Представим систему (7) в операторной форме: 

 
1 1

21 1

( )
( , ) ( ) = [ ( )].

( )
N

N N N
x

P d h t x d P f t
t− −

 τ τ + τ τ τ 
τ −  

    (8) 

Используя формулу [4] 

21

21

ˆ ( ) 1 ˆ= ( 1) ( ),
( )

N
N

U
d n U t

t−
τ − τ τ −π +
τ −  0,n ≥  

перепишем систему (8) в следующем виде: 

 
1 1

21 1

( )
( , ) ( ) = [ ( )].

( )
N

N N N N N
x

K x d P h t x d P f t
t− −
τ  ≡ τ + τ τ τ  τ −    (9) 

Оценим норму разности 
1

1

( ( , ) ( , )) ( ) ,t
Nh t h t x d

−

τ − τ τ τ  где ( , )t
Nh t τ  – 

полином наилучшего равномерного приближения степени N  функции ( , )h t τ  

по переменной .t  
Очевидно,  

( )1

1 [ 1,1]
( , ) ( , ) ( )t

N
C

h t h t x d
− −

τ − τ τ τ ≤  

( )2max ( , ) ( , ) max ( ) 2 ( , ) ,t t
N Nh t h t x E h t x≤ τ − τ τ ≤ τ  

где ( ) ( )
1 1

( , ) = ( , )supt t
N NE h t E h t

− ≤τ≤
τ τ , ( )( , )t

NE h t τ  – наилучшее равномерное 

приближение функции ( , )h t τ  (при фиксированном τ ) по переменной t  

полиномами N  степени. 
Повторяя ход доказательства обратной теоремы Бернштейна [18], 

можно показать, что  

( )1

1
( , ) ( , ) ( )t

Nh t h t x d
−

τ − τ τ τ ≤  

( )2 max ( , ) ( , ) max ( ) ( , ) .t t
N Nh t h t x CN E h t xβ≤ τ − τ τ ≤ τ  
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Здесь через C  обозначены константы, не зависящие от .N  
Из общей теории приближенных методов [19] следует, что при N  

таких, что ( )1= ( , ) < 1t
N Nq CN K E h tβ − τ λ , система уравнений (9) однозначно 

разрешима, оператор NK  непрерывно обратим и справедлива оценка  

 ( )( )* * 1 ( , ) ,t
N N Nx x CN K E h tβ −− ≤ τ λ   (10) 

где *x и *
Nx  – решения уравнений (2) и (9) соответственно, =N NPλ  – 

константа Лебега. 
Метод механических квадратур решения гиперсингулярного инте-

грального уравнения (2) в операторной форме имеет вид  

 [ ]1 1 2
21 1

( )
1 ( , ) ( ) = [ ( )].

( )
N

N N N N
x

P d P h t d P f t
t

τ
− −

 τ τ + − τ τ ψ τ τ 
τ −  

    (11) 

Так как интеграл 
1

21

( )

( )
Nx

d
t−
τ τ

τ −  является полиномом степени N , то  

1 1

2 21 1

( ) ( )
= .

( ) ( )
N N

N
x x

P d d
t t− −

 τ ττ τ 
τ − τ −  

   

Воспользовавшись этим тождеством и свойствами квадратурных фор-
мул Гаусса, уравнение (11) представим в виде 

[ ]1 1 2
21 1

( )
1 ( , ) ( ) = [ ( )].

( )
N

N N N N N N
x

K x d P P h t d P f t
t− −
τ  ≡ τ + − τ τ ψ τ τ  τ −   

Оценим норму разности операторов N NK x  и N NK x  в пространстве NY : 

[ ]( )1 2
[ 1,1] 1

[ 1,1]

= 1 ( , ) ( , ) ( )N N N N N N NC
C

K x K x P h t P h t dτ
− − −

 − −τ τ − τ ψ τ τ ≤    

[ ] 1 2
1

max ( , ) ( , ) 1 ( )N Nh t P h t dτ
−

≤ τ − τ − τ ψ τ τ ≤  

[ ] 1

1
max ( , ) ( , ) ( )N Nh t P h t dτ

−
≤ τ − τ ψ τ τ ≤  

[ ] [ 1;1]2 max ( , ) ( , ) ( ( , ))(1 ) .N N N N NCh t P h t CE h t xτ τ
−≤ τ − τ ψ ≤ τ + λ  

Так как N N N NK x K x−  является полином N-го порядка, то из обратной 

теоремы Бернштейна [18] следует, что  

( ( , ))(1 ) .N N N N N N NK x K x CE h t N xτ β− ≤ τ + λ  
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Из теоремы Банаха [20] следует, что при N  таких, что 

( )1
1 = ( , ) (1 ) < 1t

N Nq C K E h t− τ + λ , оператор NK  непрерывно обратим и 

справедлива оценка 

 * * ( ( , )) ,N N N Nx x CN E h tβ τ− ≤ τ λ   (12) 

где *
Nx  – решение уравнения (10). 
Из оценок (10) и (12) следует, что 

( ) ( )( )* * 1 1( , ) ( , ) .t
N N Nx x C K E h t E h t N− τ +β− ≤ τ + τ  

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Теорема 2.1. Пусть оператор K  непрерывно обратим, функция ( , )h t τ  

непрерывно дифференцируема по обеим переменным, функция ( )f t  
непрерывна. Тогда при N  таких, что  

( ) ( )( )1 1( , ) ( , ) < 1t
N NC K E h t E h t N− τ +βτ + τ , 

система уравнений (11) имеет единственное решение и справедлива оценка  

( ) ( )( )* * 1 1( , ) ( , ) ,t
N N Nx x C K E h t E h t N− τ +β− ≤ τ + τ  

где *x  и *
Nx  – решения уравнений (2) и (11). 

Рассмотрим еще одну вычислительную схему приближенного решения 
уравнения (2) на классе функций, обращающихся в нуль на концах сегмента 
[ 1,1].−  

Приближенное решение будем искать в виде функции  

1
2 2

=0

( ) = 1 ( ) = 1 ( ).
N

N N k k
k

x t t t t x U t
−

− ϕ −   

Коэффициенты { },kx  = 0,1,..., 1k N − , определяются из системы 
алгебраических уравнений, которая в операторной форме имеет вид  

 
1 1 2

21 1

( )
1 [ ( , ) ( )] = [ ( )],

( )
N

N N N N
x

P d P h d P f t
t

τ
− −

 τ τ + − τ λ τ ϕ τ τ 
τ −  

    (13) 

где NP  – оператор проектирования из пространства [ 1,1]C −  непрерывных 
функций на множество интерполяционных полиномов степени N  по узлам 

полиномов Чебышева второго рода. Верхний индекс у оператора NPτ  
означает, что интерполяция проводится по переменной τ . 

Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве теоремы 2.1, 
приходим к следующему утверждению. 

Теорема 2.2. Пусть оператор K  непрерывно обратим, функция ( , )h t τ  
непрерывно дифференцируема по обеим переменным, функция ( )f t  
непрерывно дифференцируема. Тогда при N  таких, что  
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( )1 ( ( , )) ( ( , )) ln < 1,t
N NC K N E h t E h t N− β τ τ + τ   

система уравнений (13) однозначно разрешима и справедлива оценка  

* * 1 ( )( ( , )) )( ( , ))) ln ,t
N N Nx x C K N E h t E h t N− β τ− ≤ τ + τ   

где *x  и *
Nx  – решения уравнений (2) и (13). 

2. Приближенный метод решения гиперсингулярных интегральных  
уравнений первого рода на классе функций, обращающихся  

в бесконечность на концах интервала интегрирования 

Рассмотрим приближенное решение гиперсингулярного интегрального 
уравнения (2) в предположении, что ищется решение, обращающееся  
в бесконечность на концах интервала интегрирования. 

Обозначим через X  пространство функций вида 
2

1
( ) = ( ).

1
x t t

t
ϕ

−
 

Функции ( )tϕ  имеют непрерывные производные на [ 1,1],−  удовлетворяю-

щие условию Гельдера Hα  с показателем ,0 < 1.α α ≤  Норма в пространстве 
X  определяется формулой  

1 2
[ 1;1] [ 1;1]

1 21 2

| ( ) ( ) |
( ) = ( ) ( ) , 0 < < .sup

| |C C
t

t t
x t t t

t tt
− − β

′ ′ϕ − ϕ′ϕ + ϕ + β α
−≠

 

Через Y  обозначим пространство функций вида 
2

1
( ) = ( )

1
y t t

t
ψ

−
  

с нормой  

1 2
[ 1,1] [ 1,1] 1 2

1 2

| ( ) ( ) |
( ) = ( ) ( ) , 0 < < .sup

| |
tC C

t t
y t t t t

t t− − β
′ ′ψ −ψ′ψ + ψ + β α≠ −

 

Через NX  обозначим пространство функций вида 

2

1
( ) = ( ),

1
N Nx t t

t
ϕ

−
 

1

=0

( ) = ,
N

k
N k

k

t t
−

ϕ α  с нормой  

1 2
[ 1,1] [ 1,1] 1 2

1 2

| ( ) ( ) |
( ) = ( ) ( ) , 0 < < .sup

| |
N N

N N N tC C
x t x t

x t x t x t t
t t− − β

′ ′−′+ + β α≠ −
 

Через NY  обозначим пространство функций вида 
2

1
( ) = ( ),

1
N Ny t t

t
ψ

−
 

1

=0

( ) = ,
N

k
N k

k

t t
−

ψ α  с нормой  

1 2
[ 1,1] 1 2

1 2

| ( ) ( ) |
( ) = ( ) , 0 < < .sup

| |
N N

N N tC
t t

y t t t
t t− β

ψ −ψψ + β α≠ −
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Будем считать, что оператор K  действует из пространства X  в Y  и 

имеет правый ограниченный обратный оператор 1
rK−  действующий из Y  в .X  

Обозначим через NL  оператор, проектирующий пространство Y  на 

пространство NY  по формуле  

2 2
( ) 1

[ ( )] = = [ ( )],
1 1

N N N
t

L y t L L t
t t

ψ  ψ − − 
 

где ( ) [ 1,1];t Cψ ∈ −  [ ( )]NL tψ  – оператор, проектирующий непрерывные 
функции на множество интерполяционных полиномов степени N  по узлам 
полиномов Чебышева первого рода. 

Известно [18], что ln .NP C N≤  

Приближенное решение уравнения (2) будем искать в виде функции  

1

2 2
=0

1 1 ˆ( ) = ( ) = ( ),
1 1

N

N N k k
k

x t t T t
t t

−
ϕ α

− −
  

где ˆ ( )kT t  – ортонормированные с весом 21 / 1 t−  полиномы Чебышева 
первого рода. 

Коэффициенты { }kα  определяются из системы линейных алгебраичес-
ких уравнений, представленной в операторной форме уравнением  

1 1
2

2 2
1 1

( ) 1
(1 ) [ ( , ) ( )] =

( ) 1

N
N N N

x
L t d L h t d

t t

τ

− −

  τ  − τ + τ ϕ τ τ
  τ − −  
   

 2= [(1 ) ( )],NL t f t−    (14) 

где [ ( )],NL tψ  ( ) [ 1,1]t Cψ ∈ −  – оператор проектирования на множество 
интерполяционных полиномов степени N  по узлам полиномов Чебышева 
первого рода. 

Воспользовавшись следующей формулой [4, 8]: 

1

2 2 221

0, = 0,1;
ˆ ( )

= 1 1ˆ ˆ( ) ( ) , = 2,3, ,( ) 1 2 21

N

N N

N
T d

n n
U t U t Nt t

−−


τ τ 

π − +  − +τ − − τ   −
 

 

и квадратурной формулой Гаусса, уравнение (14) можно представить в виде  

1 1
2 2

2 2
1 1

( ) 1
(1 ) (1 ) [ ( , )] ( ) =

( ) 1

tN
N N N N N

x
K x t L t L h t d

t
τ

− −

 τ  ≡ − + − τ φ τ τ
 τ − − τ 

   

 2= [(1 ) ( )].NL t f t−    (15) 

Покажем, что при N  таких, что  

1= ( ( ( , )) ( ( , ))) ln < 1,t
r N Nq C K N E h t E h t N− β ττ + τ  
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система уравнений (15) имеет единственное решение *
Nx  и справедлива 

оценка  

( )* * 1( ) ( ( , )) ( ( , )) ln ,t
N r N Nx t x CN K E h t E h t Nβ − τ− ≤ τ + τ  

где *( )x t  – решение уравнения (2). 
Вначале проведем обоснование метода коллокации для уравнения (2). 

Метод коллокации в операторной форме имеет вид  

1
2

2
1

( )
(1 )

( )
N

N N
x

K x t d
t−

τ≡ − τ +
τ −  

 
1

2 2

1

(1 ) ( , ) ( ) = [(1 ) ( )].t t
N N NL t h t x d L t f t

−

 
 + − τ τ τ −
  

   (16) 

Оценим норму разности  

1 1
2 2

1 1

= (1 ) ( , ) ( ) (1 ) ( , ) ( )t
N N N N N NKx K x t h t x d L t h t x d

− −

 
 − − τ τ τ − − τ τ τ ≤
  

   

1
2

1

(1 ) ( ( , ) ( , )) ( )t
N Nt h t h t x d

−

≤ − τ − τ τ τ +  

1
2

1 2
1

(1 ) ( ( , ) ( , )) ( ) = ,t t
N N NL t h t h t x d I I

−

 
 + − τ − τ τ τ +
  

  

где ( , )t
Nh t τ  – полином наилучшего равномерного приближения степени 

( 2)N −  по переменной t  к функции ( , ).h t τ  

Нетрудно видеть, что  

1 2( ( , )) ;t
N NI CN E h t xβ
−≤ τ  

2 2( ( , ))t
N N NI CN L E h t xβ

−≤ τ , 

и, следовательно,  

2( ( , )) ,t
N N N N N NKx K x CN L E h t xβ

−− ≤ τ  

здесь 
1 1

( ( , )) = ( ( , )).max
t t
N NE h t E h t

≤τ≤
τ τ  

Из последнего неравенства и общей теории приближенных методов для 
обратимых справа операторов [21] следует, что при N  таких, что < 1q , 

существует правый обратный оператор ,N rK  с нормой 
1

1
, .

1
r

N r
K

K
q

−
− ≤

−
 Здесь 
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1
2= ( ( , ))t

r N Nq CN K L E h tβ −
− τ  Так как оператор NK −  конечномерный, то 

существует линейный обратный оператор 1
NK−  с той же нормой. 

Оценим норму разности .N NK K−  

Очевидно,  

1
2

1

= (1 ) ( ( , ) [ ( , ]) ( )t
N N N N N N NK x K x L t h t L h t x dτ

−

 
 − − τ − τ τ τ ≤
  

  

 ( ( , )) ,N N NCN L E h t xβ τ≤ τ   (17) 

где 
1 1

= ( ( , )).maxN N
t

E E h tτ τ

− ≤ ≤
τ  

Пусть существует такое **,N  что при **N N≥  выполняется 
неравенство  

1 ( ( , )) < 1.N N NCN K L E h tβ − τ τ  

Из теоремы Банаха [20] следует, что  

* * ( ( ( , )) ( ( , )),t
N N N N Nx x CN L E h t L E h tβ τ− ≤ τ + τ  

где *x  и *
Nx  – решения уравнений (2) и (15) соответственно. 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Теорема 3.1. Пусть оператор K  обратим справа, функция ( , )h t τ  

непрерывна по обеим переменным, функция ( )f t  непрерывна. Тогда при N  
таких, что  

( ) ( )( )1 ( , ) ( , ) ln < 1N NCN K E h t E h t Nβ − τ ττ + τ , 

система уравнений (14) имеет единственное решение и справедлива оценка  

( ) ( )( )* * 1 ( , ) ( , ) ln ,N N N Nx x CN K E h t E h t Nβ − τ τ− ≤ τ + τ  

где *x  и *
Nx  – решения уравнений (2) и (14). 

Замечание. Так как  

1

22
1

= 0, = 0,1,
( )1

k d
k

t−

τ τ
τ −− τ

  

то при решении уравнения  

1

2
1

(
= ( ), 1 < < 1,

( )

x d
f t t

t−

τ τ −
τ −  

необходимо располагать дополнительной информацией в виде двух 
функционалов от решения. 
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3. Приближенный метод решения гиперсингулярных  
интегральных уравнений первого рода на классе функций  

с весовым коэффициентом 1/2((1 ) / (1 ))t t±   

В данном разделе исследуется приближенный метод решения гипер-
сингулярных интегральных уравнений вида (2) в предположении, что 
решение ищется в классе функций, имеющих весовые множители 

1/2( ) = ((1 ) / (1 ))t t tω ±  . 

Для определенности будем считать, что 1/2( ) = ((1 ) / (1 )) .t t tω − +  

Приближенное решение уравнения (2) будем искать в виде функции  

=0

1 ˆ( ) = ( ),
1

N

N k k
k

t
x t x T t

t

−
+   

где ˆ ( ),kT t  = 0,1, , ,k N  – полиномы Чебышева первого рода, 

ортонормированные с весом 2 1/2(1 ) .x −−  

Прежде чем приступать к построению вычислительной схемы, 
преобразуем интеграл  

1

2
1

ˆ ( )1 1
( ) = .

1 ( )
nT

I t d
t−

τ− τ τ
π + τ τ −  

Обозначим через ( )nT t  полиномы Чебышева первого рода 

( ) = cos (arccos )nT t n t . 

Известна [22] следующая рекуррентная формула  

1 1( ) = 2 ( ) ( ),n n nT t tT t T t+ −−  = 1,2, ,n   

где 0( ) = 1,T t  1( ) = .T t t  

Полиномы ˆ ( )nT t  и ( )nT t  связаны формулами [22]: 

2ˆ ( ) = ( ), = 1,2, ;n nT t T t n
π

  

0 0
1 1ˆ ( ) = ( ) = ,T t T t
π π

 

отсюда  

1 1
ˆ ˆ ˆ( ) = 2 ( ) ( ), = 2,3, ,n n nT t tT t T t n+ −−   

2 1 0
ˆ ˆ ˆ( ) = 2 ( ) 2 ( ),T t tT t T t−  

тогда  

1 1

2 22
=0 =01 1

1 1ˆ ˆ( ( )) = ( ( )) =
1 ( ) ( )1

N N

k k k k
k k

d d
x T x T

t t− −

− τ τ − τ ττ τ
+ τ τ − τ −− τ

    



№ 3 (35), 2015                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 23

1 1

2 22 2
=0 =01 1

1 ˆ ˆ= ( ( )) ( ( )) =
( ) ( )1 1

N N

k k k k
k k

d d
x T x T

t t− −

τ τ ττ − τ
τ − τ −− τ − τ

    

1 1

12 22 2
=0 =11 1

1 1 1ˆ ˆ= ( ) ( )
2( ) ( )1 1

N N

k k k k
k k

d d
x T x T

t t
+

− −

τ ττ − τ −
τ − τ −− τ − τ

    

1 1

1 1 02 22 2
=2 1 1

1 1 1 1ˆ ˆ( ) ( )
2 2( ) ( )1 1

N

k k
k

d d
x T x T

t t
−

− −

τ τ− τ − τ −
τ − τ −− τ − τ

    

1
0

22
1

.
( )1

x d

t−

τ τ−
π τ −− τ
  

Известны [4, 8] формулы: 

1

2 2 221

0, = 1,2, ;
ˆ ( )

= 1 1ˆ ˆ( ) ( ) , = 3,4, ,1 ( ) 2 21

n

n n

n
T d

n n
U t U t nt t

−−


τ τ 

π − +  − + − τ τ −  −





 

1
2

2 2
1

=0

0, = 0,1, ;

=
, = 2,3, ,1 ( )

n
n

n k
k

l

n
d

e t kt

−

−


τ τ
π− τ τ −


 




 

где  

0,     = 2 1,

1
= ( 1) 2

,     = 2 ,

2

n
k

n k m

n k
e k

n k m
n k

− +
 − −  Γ +   − − π Γ  

 

 

= 1,2, , ( )m Γ ⋅  – гамма-функция. 
Следовательно,  

22
=2

1 1 1ˆ ˆ( ) = ( ) ( )
2 21

N

k k k
k

k k
I t x U t U t

t
−

 − + − + −  
 − 

  

1 1
=1

1 2ˆ ˆ( ) ( )
2 2 2

N

k k k
k

k k
x U t U t+ −

+ − − + − 
 

  

1 3 12
=3

1 2 1ˆ ˆ( ) ( ) = ( ).
2 2 2 1

N

k k k
k

k k
x U t U t I t

t
− −

− − − +  
  −

  

Таким образом, 1( )I t  является полиномом ( 1)N +  степени, зависящим 

от N  неизвестных параметров ,kx  = 1, , .k N  
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Подставим функцию ( )Nx t  в уравнение (2), приравняем левые и 

правые части в N  узле ,kμ  = 1,2, , 1,k N +  являющемся корнями полинома 

Чебышева первого рода степени ( 1)N +  и вычислим регулярный интеграл по 

квадратурной формуле Гаусса. 
В результате получаем следующую систему уравнений: 

 
=0 =0

ˆ( ) ( , ) ( ) = ( ), = 1, , 1.
N N

k i k i j j i k
i j

I h v x T v f k Nμ + α μ μ +     (18) 

Здесь iα  и ,iv  = 1, , 1,i N +  – коэффициенты и узлы квадратурной 

формулы Гаусса с весом (1 ) / (1 ).t t− +  

Замечание. Корни полинома Чебышева первого рода выбраны  
в качестве узлов метода коллокации, так как они имеют наименьшую 
константу Лебега. 

Система (18) имеет размерность ( 1) ( 1),N N+ × +  для ее решения 

применим стандартные численные методы. 
Рассмотрим случай характеристического уравнения, моделирующего 

ряд задач аэродинамики [1]: 

 
1

2
1

1 ( )
= ( ).

( )

x
d f t

t−

τ τ
π τ −   (19) 

Решение уравнения будем искать в виде функции  

=0

1
( ) = ( ).

1

n

kN k
k

t
x t x T t

t

−
+  

 

Подставив функцию ( )Nx t  в левую часть уравнения (19), имеем  

1

12 2
1

( )1 1
= ( ) = ( ),

( ) 1
Nx

d I t I t
t t−

τ τ
π τ − −  

1( )I t  является полиномом ( 1)N +  степени, зависящим от N  неизвестных 

коэффициентов ,kx  = 1,2,..., ,k N  причем слагаемые с коэффициентом 0x   

в выражение 1( )I t  не входят. Для нахождения коэффициента 0x  необходимо 

ввести дополнительное условие на решение. В качестве дополнительного 
условия можно положить  

1

1

| ( ) | = ,x d

−

τ τ γ  = const.γ  

Тогда метод коллокации для решения уравнения (19) имеет вид  

=0 =0

ˆ( ) ( , ) ( ) = ( ), = 1, , ;
N N

k i k i j j i k
i j

I h v x T v f k Nμ + α μ μ    



№ 3 (35), 2015                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 25

 
1

1

| ( ) | = .Nx d

−

τ τ γ    (20) 

Система (20) имеет размерность ( 1) ( 1)N N+ × +  и к ней применимы 

стандартные численные методы. 
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